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Состоятельность МНК-оценок коэффициентов множественной линейной 
регрессионной модели
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Авторы рассматривают регрессионные модели — основной инструмент исследования 
и прогнозирования экономических процессов — в целях исследования оценок параметров 
регрессии, полученных методом наименьших квадратов. Оценки являются несмещенны-
ми, состоятельными и эффективными. Поскольку в доступной литературе доказательства 
состоятельности приводятся исключительно для простой линейной регрессии (однофак-
торной), авторы делают попытку доказать состоятельность оценок коэффициентов ли-
нейной регрессии для многомерного случая.
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Рассмотрим модель множественной 
линейной регрессии

M(X / T
_

 = t
_ 
) = β1t1 + β2t2 + … + βktk, 

где T = (T1, T2, …, Tk) — вектор факторов 
регрессии; β = (β1, β2, …, βk) — вектор 
коэффициентов регрессии; k — число 
факторов регрессии, фиксированное  [1, 
с. 197]; (X1, …, Xn) — значения случайной 
величины X, наблюдаемые в n экспери-
ментах, n > k; (ti

(1), …, ti
(n)) — значения i-го 

фактора регрессии в n экспериментах, 
i = 1, …, k.

X1 = β1t1
(1) + β2t2

(1) + … + βktk
(1) + ε1,

…………………………………………….
Xn = β1t1

(n) + β2t2
(n) + … + βktk

(n) + εn.

Здесь ε = (ε1, …, εn) — вектор остат-
ков (ошибок наблюдений). Запишем эту 
систему в матричном виде

X
_

 = T ∙ β + ε,

где матрица T =
 

t1
(1) … tk

(1)

.… … …
t1

(n) … tk
(n)

Вектор остатков ε удовлетворяет сле-
дующим предположениям:

1) εi  ~  N(0, σ2), i = 1, …, n, т.  е. все 
остатки имеют нормальное распределе-
ние с нулевым математическим ожида-
нием и дисперсией σ2;

2) cov(εi, εj) = σ2δij, где

δij = 
1, i = j,
0, i ≠ j, i = 1, …, n; j = 1, …, k,

т. е. остатки некоррелированы. Из этих 
условий следует также независимость 
остатков.

Оптимальные оценки β* = (β1
*, …, βk

*) 
коэффициентов регрессии получаются 
ме то дом наименьших квадратов (МНК). 
Это оценки, которые доставляют мини-
мум сум ме квадратов остатков в n экспе-
риментах.
n
Σ

i = 1
 εi

2 = (ε, ε) = ||ε||2 = (X
_

 – Tβ)(X
_

 – Tβ)´ → min.

Оценки β* являются решением нор-
мальной системы T´  ∙  T  ∙  β* = T´  ∙  X

_
 или 

Aβ* = T´ ∙ X
_

, где A = T´ ∙ T — информаци-
онная матрица.
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Если A — невырожденная матрица, 
т.  е. rank(A) = k ≤ n, то в этом и только 
в этом случае нормальная система имеет 
единственное решение β* = A–1 ∙ T´ ∙ X

_ 
[2, 

с. 168]. Из этого равенства следует несме-
щенность β* : M(β*) = β [2, с. 168].

Сложнее доказать состоятель-
ность оценок β*, т.  е. доказать, что 

 (βi
* сходятся по вероятно-

сти к βi), i = 1, 2, …, k (для любого ε > 0 
).

Согласно неравенству Чебышева,

P{|βi
* – βi| > ε} = P{|βi

* – Mβi
*| > ε} ≤ 

Dβi
*

.
ε2

Докажем, что для i = 1, …, k, диспер-
сии оценок коэффициентов регрессии 

.
Дисперсии Dβi

*, i = 1, …, k, стоят 
на  главной диагонали ковариационной 
матрицы вектора β* – Kβ*.

Kβ* = σ2 ∙ A–1, где σ2 — дисперсия оши-
бок наблюдений; A — информационная 
матрица [1, с. 201]. Перечислим свойства 
информационной матрицы A = T´ ∙ T.

1. Матрица A симметрична, поло-
жительно полуопределена, и rank(A) = 
= rank(T) (см. [3]).

2. Поскольку матрица A невы-
рожденная, ее собственные значения 
не  равны нулю, и матрица A положи-
тельно определена [4, стр. 130].

3. Любая симметричная положи-
тельно определенная матрица A может 
быть приведена к диагональному виду D 
переходом к новому базису D = P–1 ∙ A ∙ P; 
на главной диагонали матрицы D стоят 
собственные значения матрицы A (дей-
ствительные и положительные) — λ1, λ2, 
…, λk; P — матрица перехода к новому 
базису [5, с. 127].

В новом базисе матрица обратного 
оператора D–1 тоже диагональная с соб-
ственными значениями на главной диа-
гонали 1/λ1, 1/λ2, …, 1/λk [4, с. 136].

4. Характеристические многочлены 
матриц A и D одинаковые:

det(D – λE) = det(P–1 ∙ A ∙ P – λE) = 
= det(P–1 ∙ A ∙ P – P–1 ∙ λEP) =  

= det(P–1(A – λE)P) = det(P–1) × 
× det(A – λE) ∙ det(P) = det(A – λE).

Значит, совпадают коэффициенты ха-
рактеристических многочленов при оди-
наковых степенях λ. Характеристиче-
ский многочлен диагональной матрицы 
D det(D – λE) = (λ1 – λ)(λ2 – λ) … (λk – λ). 
Приравняем коэффициенты при одина-
ковых степенях λ:

– при λk : (–1)k = (–1)k;
– при λk – 1 : a11 + a22 + … + akk  = λ1 + λ2 + 

+ … λk (след матрицы инвариантен отно-
сительно преобразования P–1 ∙ A ∙ P);

– при λk  –  2 : (a11  ∙  a22 – a2
12)  + 

+ (a11 ∙ a33 – a2
13) + … + (ak – 1k – 1 ∙ akk – a2

k – 1k) = 
= λ1λ2 + λ1λ3 + … λk – 1λk и т. д.;

– при λ0 : det A = λ1 ∙ λ2 ∙ … ∙ λk.
Таким образом, суммы миноров по-

рядка r, симметричных относительно 
главной диагонали, у матриц A и D со-
впадают, r = 1, 2, …, k. В частности, сум-
ма таких миноров порядка (k – 1) мат-
рицы A равна λ2 ∙ … ∙ λk + λ1 ∙ λ3 ∙ … ∙ λk + 
+ … + λ1 ∙ …∙ λk – 1.

Выпишем матрицу A = T´ ∙ T

A =

 

n
Σ

j = 1
 (t1

(j))2 …
n
Σ

j = 1
 t1

(j) ∙ tk
(j)

.

n
Σ

j = 1
 t2

(j)t1
(j)

n
Σ

j = 1
 (tj

(j))2 …
… … …

n
Σ

j = 1
 tk

(j)t1
(j) …

n
Σ

j = 1
 (tk

(j))2

Предположим, что существует такое 
δ > 0, что для всех элементов матрицы 
T |ti

(j)| ≥ δ, i = 1, …, k, j = 1, …, n. В про-
тивном случае, если есть подпоследова-
тельность из {ti

(j)}, сходящаяся к нулю, то 
для выполнения этих условий достаточ-
но начало отсчета перенести в  другую 
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точку, отдаленную от всех предельных 
точек не  менее чем на некоторое δ > 0 
(при этом все значения факторов ре-
грессии сместятся на  δ > 0). Следо-
вательно, не  ограничивая общности, 
можно считать, что |ti

(j)| ≥ δ. Это озна-
чает, что все диагональные элементы 
матрицы A стремятся к  бесконечности 
aii →n→∞ ∞, i = 1, 2, …, k. Поскольку след 
матрицы A и след матрицы D совпадают, 

 и .
Аналогично, определитель любой 

подматрицы матрицы A, симметричной 
относительно главной диагонали (под-
матрица соответствует некоторому под-
множеству факторов), стремится к бес-
конечности при n → ∞.

Если обозначить вектор-столбцы 
матрицы T как t

_
1, …, t

_
k, то матрицу A 

можно переписать в виде

A = 

||t
_
1||

2 (t
_
1,t

_
2) … (t

_
1,t

_
k)

,
(t

_
2,t

_
1) ||t

_
2||

2 … (t
_
2,t

_
k)

… … … …
(t

_
k,t

_
1) (t

_
k,t

_
2) … ||t

_
k||

2

где ||t
_
j || — норма вектора t

_
j; (t

_
i,t

_
j ) — скаляр-

ное произведение векторов t
_
i и t

_
j (матрица 

Грама). det A — определитель Грама векто-
ров t

_
1, t

_
2, …, t

_
k. Он равен квад рату k-мерного 

объема параллелепипеда, построенного 
на этих векторах [6, § 5.1.5—5.1.7].

Вернемся к доказательству того, что 
, i = 1, 2, …, k.
Dβi

* ≤ σ2trA–1 =  
= σ2(1/λ1 + 1/λ2 + … + 1/λk) = 

= σ2 ∙
λ2 ∙ … ∙ λk + λ1λ3 ∙ … ∙ λk + λ1λ2 ∙ …∙ λk – 1 ≤

λ1 ∙ λ2 ∙ … ∙ λk

≤ σ2 ∙
k ∙ Δk – 1,max ,det A

где Δk – 1,max — максимальный минор по-
рядка (k – 1), симметричный относитель-
но главной диагонали (см.  свойство  4 
информационной мат рицы) и равный  

квадрату объема (k – 1)-мерного па-
раллелепипеда, построенного на (k – 1) 
векторе из множества {t

_
1, t

_
2, …, t

_
k} (кроме 

вектора t
_
e). Отсюда 

det A = Δk – 1,max ∙ ||t
_
e||

2 ∙ sin α,

где α — угол между вектором t
_
e и линей-

ной оболочкой векторов, на которых 
построен (k – 1)-мерный параллелепи-
пед [6, § 5.1.7]; .

Поскольку , существует 
0 < γ < 1 такое, что при любом n |sin α| ≥ 
≥ 1 – γ.

Итак, Dβi
* ≤ kσ2 ×

×
∆k – 1,max  ≤

σ2k
 →n→∞ 0.∆k – 1,max ∙ ||t

_
e||

2 ∙ sin α aee ∙(1 – γ)
Состоятельность МНК-оценок ко-

эффициентов множественной линей-
ной регрессии доказана.
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