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The authors did build regression model of the carbon film thickness change depending on 
temperature. They have shown a strong linear relation of the studied factors. The authors did ob-
tain interval estimates for the main regression parameters and established the significance of their 
model. They did make a conclusion about possibility to predict the characteristics of graphite na-
noscale films based on the regression equations.
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Исследование уникальных свойств 
графена является сегодня одним из наи-
более перспективных направлений раз-
работки микро- и наноэлектронных 
устройств. Графен — это двумерная 
структура, в которой атомы углерода 
выстроены в форме правильных ше-
стиугольников. Графен обладает рядом 
свойств, в том числе является полупро-
водником. Однако электронные свой-
ства графена быстро меняются при уве-
личении количества слоев.

Структуры с числом слоев больше 
десяти называют пленками графита. 
Воспользуемся данными исследований 

наноструктур на основе слоев гра-
фена  [1]. При разработке технологии 
формирования таких наноструктур 
синтез наноразмерных пленок графи-
та осуществлялся на поверхности ни-
келевого катализатора на кремниевой 
подложке.

Известны размеры Y (нм) толщины 
пленки углерода при изменении темпе-
ратуры X (°C) (см. таблицу). Требуется 
определить тип зависимости, степень 
коррелированности компонент дву-
мерного вектора (X; Y ), показать ста-
тистическую значимость построенной 
модели.
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X 600 610 620 630 640 650 660 670 680 690 700
Y 0,852 0,828 0,801 0,770 0,736 0,697 0,654 0,606 0,552 0,493 0,428

Объем двумерной выборки n = 11. 
Диаграмма рассеивания представлена 
на рисунке.

Диаграмма рассеивания и график уравнения 
выборочной линейной регрессии

Проведем вычисление парамет
ров выборки для негруппированных 
данных  [2; 3; 4]: выборочные средние 
x = 650, y = 0,6743, несмещенные оцен-
ки дисперсий s2

X = 1100, s2
Y = 0,0198, вы-

борочная корреляция ρ~X, Y = –0,9886.
Проверим гипотезу о наличии 

корреляции. Для небольшой по объему 
выборки выберем статистику 

для проверки гипотезы H0 : ρX, Y = ρ0, где 

а ρ0 = 0, против любой из альтернатив. 
Выборочное значение статистики uв =  
= –7,2937, квантиль u0,975 = 1,96. Посколь-
ку |uв| > u0,975, то гипотеза H0 отклоняется 
в пользу альтернативной гипотезы. Кор-
реляция значима на уровне α = 0,05.

При малом объеме выборки для ко-
эффициента корреляции необходима еще 

интервальная оценка. Соответствующий 
доверительный интервал: 

–0,9968 < ρ < –0,9504.

Для негруппированной двумерной 
выборки составим уравнения прямых 
регрессий Y на x: 

и X на y: 

Получим y = 3,4025 – 0,0042x, x =  
= 806,9885 – 232,8265y. Прямые y = a~x + 
+ b~ и x = a~´y + b~´пересекаются в точке 
с координатами (650; 0,06743), причем 
угол между ними практически нулевой, 
так как коэффициент корреляции бли-
зок к минус единице. На рисунке пока-
зан график прямой регрессии Y на x.

Качество аппроксимации результа-
тов наблюдений выборочной регресси-
ей y  =  a~x + b~ определяется величиной 
остаточной дисперсии, вычисляемой 
по формуле 

Остаточная сумма квадратов Qe = 
n

Σ
i – 1

 (yi – y~i)
2 

равна сумме квадратов разностей меж-
ду наблюдаемыми значениями перемен-
ной Y при x = xi и расчетными значения-
ми y~i = a~xi + b~. Эти разности называются 
остатками и в данном случае имеют зна-
чения: –0,0142; 0,0008; 0,0118; 0,0198; 
0,0227; 0,0217; 0,0157; 0,0036; –0,0364. Ко-
эффициент детерминации характеризует 
ту долю разброса результатов наблюдений 
относительно горизонтальной прямой 
y = y, которая объясняется выборочной 
регрессией y = a~x + b~. Вычисленное нами 
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значение коэффициента детерминации 
R2 = 0,9772 показывает, что уравнение 
регрессии y = 3,4025 – 0,0042x на 97,72 % 
объясняет общий разброс результатов на-
блюдений относительно горизонтальной 
прямой y = 0,6743.

Проверим значимость линейной ре-
грессии Y на x при α = 0,05. Построим до-
верительный интервал для коэффициен-
та a~ [3]. Гипотеза H0 : a = 0 отклоняется 
на уровне значимости α = 0,05, так как 
доверительный интервал

–0,0047 < a < –0,0037 
не накрывает нуль с доверительной ве-
роятностью 0,95.

Этот же результат можно получить, 
используя для проверки гипотезы H0 : 
a = 0 статистику F = (n – 2) ∙ QR /Qe, где 
QR = 

n
Σ

i – 1
 (y~i – y)2 — сумма квадратов, об-

условленная регрессией. Выборочное 
значение статистики fв = 386,3656. Если 

то нет оснований отвергать гипотезу 
H0 : a = 0; иначе H0 отклоняется (здесь 
Fp(1; n – 2) — квантиль распределения 
Фишера с 1 и n – 2 степенями свободы). 
Поскольку fв  (0,0010; 7,5709), то гипотеза 
H0 : a = 0 отклоняется на уровне значимо-
сти α = 0,05. Таким образом, линейная ре-
грессия Y на x статистически значима.

При попытке построить полино-
миальную аппроксимацию данных ко-
эффициент при старшей степени для 
квадратичной функции оказался прак-
тически нулевым.

Таким образом, наблюдаемая зави-
симость (см. таблицу) хорошо описы-
вается линейной моделью. Полученные 
нами уравнения регрессий могут ис-
пользоваться для прогнозирования тол-
щины пленки графита при небольших 
изменениях температуры, при условии 
сохранения химических и физических 
состояний материалов.

Графитовые пленки, наряду с элек-
тронными, обладают ценными теплофи-
зическими и механическими свойства-
ми (в том числе упругостью), поэтому 
их изучение актуально в первую очередь 
при разработке оптоэлектронных изде-
лий и в целом для наноэлектроники.
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