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В основе многих сетевых моделей экономики лежат элементы теории матроидов и теории гра-

фов. Рассматриваются задачи введения на улицах эффективной схемы одностороннего движения 

и  оптимального размещения соединительных элементов для жесткости планарных квадратных 

ферм. Предложенные алгоритмы решения этих задач основываются на необходимых и достаточ-

ных условиях для сильной связности орграфа, алгоритмах построения остовов минимального веса 

и кратчайших расстояний, а также методах нахождения центров и медиан в сети.
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В настоящей статье авторами продол-

жено изучение сетевых моделей экономи-

ки, базирующихся на матроидах и теории 

графов  [1; 2]. Используются терминология 

и обозначения, введенные в монографиях 

Н. Кристофидеса и А. Речки [3; 4].

Эффективность схем уличного движения. 
Пусть для сети городских улиц с двусторон-

ним движением надо ввести одностороннее 

движение таким образом, чтобы из любого 

места можно было попасть в любое другое. 

Иными словами, в графе G, вершинами 
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которого являются перекрестки города, 

а ребрами — дороги с двусторонним движе-

нием, необходимо задать ориентацию ребер 

так, чтобы граф G стал сильно связным.

Теорема (Роббинс  [4]). Граф G имеет 

сильно связную ориентацию тогда и только 

тогда, когда G связен и не содержит мостов.

В доказательстве теоремы содержит-

ся идея алгоритма введения на городских 

улицах одностороннего движения. Если 

G  =  (V,  E)  — связный граф без мостов, то 

сильно связную ориентацию можно полу-

чить, например, так.

Сначала с помощью алгоритма поиска 

в глубину построим для графа G корневое 

остовное дерево. В результате все вершины 

графа G будут помечены натуральными чис-

лами от 1 до |V| (см.: [3; 5]).

Время работы алгоритма поиска в глу-

бину составляет O(|V|  +  |E|). Все ветви по-

лученного дерева ориентируем от вершин 

с меньшими номерами к вершинам с боль-

шими номерами, а хорды (ребра графа G, 

не принадлежащие дереву) — из вершин 

с большими номерами к вершинам с мень-

шими номерами.

Описанный метод часто порождает не-

эффективные схемы одностороннего улич-

ного движения [5; 6].

Определим понятие эффективной схемы 

одностороннего движения и предложим ал-

горитмы ее нахождения.

Назовем подмножество A семейства 

дуг E ориентацией графа G. Пусть требуется 

ввести одностороннее движение не на всех 

улицах, а на большей части из них. Другими 

словами, нужно задать ориентацию A сети 

G = (V, E) так, чтобы из любой вершины гра-

фа G существовали ориентированные пути 

во все остальные вершины G. В качестве 

критерия эффективности схемы будем рас-

сматривать диаметр получающегося сильно 

связного смешанного графа, т. е. max d(u, v) 

по всем , где d(u, v) — длина кратчай-

шего пути из u в v.

Для решения этой задачи предлагаем 

поступать, например, так. 

1. Найти матрицу кратчайших расстоя-

ний между всеми вершинами сети G = (V, E) 

(например, с помощью алгоритма Флой-

да [3; 7]).

2. В сети G = (V, E) найти центр [3; 7]. 

Очевидно, центром является вершина v, со-

ответствующая строке в матрице кратчай-

ших расстояний с наименьшим максималь-

ным значением.

3. С помощью алгоритма Дейкстры  [3; 

7] построить остов T кратчайших расстоя-

ний из центра сети G = (V, E) во все осталь-

ные вершины. Ориентацию ветвей остова T 

и  нумерацию вершин осуществить с помо-

щью алгоритма поиска в глубину на дере-

ве T из найденного центра a сети G.

4. Ориентировать все хорды сети G 

от вершин с большими номерами к верши-

нам с меньшими номерами. В неориентиро-

ванной сети, составленной из хорд сети G, 

найти кратчайшие расстояния из центра a 

во все остальные вершины. В случаях, когда 

расстояние превосходит диаметр сети или 

вершина не достижима из a, снять ориента-

цию на соответствующих ветвях, сделав их 

не ориентируемыми.

Пусть G — ориентированный сильно 

связный граф. Минимальное число дуг, уда-

ление которых из графа G превращает его 

в не  сильно связный, называется степенью 

дуговой уязвимости графа G. Представляет-

ся интересной задача введения такой схемы 

одностороннего движения, которая не толь-

ко была бы эффективной, но и отличалась 

наибольшей степенью дуговой уязвимости. 

Эта задача, сформулированная в [5], остает-

ся нерешенной.

Жесткость ферм. Пусть в некоторые 

квад раты (k×l)-планарной фермы (см. [1]) 

добавлены дополнительные диагональные 

жесткие стержни. При этом в одних случа-

ях ферма под воздействием внешних сил 

деформируется, а  в других — нет (остается 

жесткой). Далее рассмотрим вопросы, свя-

занные с жесткостью планарных квадрат-

ных ферм.

Построим граф G = (V, E) с множеством 

вершин V = {v
1
, v

2
, …, vk, u1

, u
2
, …, ul} и соеди-

ним в нем вершины vi и uj ребром в том 

и только том случае, когда в квадрате сетки, 

соответствующей i-й строке и j-му столбцу, 
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размещен диагональный стержень. Очевид-

но, построенный граф G  =  (V,  E) является 

двудольным (все его циклы имеют четную 

длину).

Теорема (Болкер, Крапо  [8; 9]). Ква-

дратная решетка с набором диагональных 

стержней жестка, если и только если по-

строенный двудольный граф G является 

связным.

Наименьшее число ребер в связном гра-

фе не может быть меньше числа ребер в его 

остовном поддереве. Поэтому для жестко-

сти (k×l)-квадратной фермы потребуется 

добавить не менее чем k + l – 1 диагональ-

ных стержней.

Граф на рис. 1, соответствующий 

(3×3)-фер ме, не является связным. Поэто-

му (3×3)-фер ма не является жесткой. Воз-

можная деформация этой фермы так же по-

казана на рис. 1.

Рис. 1. (3×3)-ферма и соответствующие ей граф 
и деформация

Из теоремы следует, что k + l – 1 — это 

наименьшее количество диагональных 

стержней, необходимых для жесткости 

(k×l)-квадратной фермы, поскольку толь-

ко при таком числе ребер построенный 

двудольный граф может быть связным де-

ревом.

Пусть теперь в планарную ферму вместо 

жестких диагональных стержней добавле-

ны деформирующие соединения, например, 

веревки. При этом важен способ завязы-

вания веревок (сверху вниз или наоборот). 

На  рис.  2 изображены фермы c равным 

числом веревок, добавленных в одни и те 

же места фермы, но завязанных по-разно-

му. При этом одна ферма (рис. 2а) являет-

ся жесткой, а другая (рис.  2б) не является. 

Деформация нежесткой фермы изображена 

на рис. 2в.

а) б) в)

Рис. 2. (2×2)-фермы с равным числом 

добавленных веревок и деформация второй фермы

На рис. 3 изображены фермы, в которых 

присутствуют и жесткие стержни, и верев-

ки. Они отличаются направлением веревок, 

вследствие чего первая ферма (рис. 3а) явля-

ется жесткой, а вторая (рис. 3б) не является. 

Деформация нежесткой фермы изображена 

на рис. 3в.

Преобразуем смешанные графы рассма-

триваемых ферм (рис. 3а и 3б) в ориентиро-

ванные графы. Это легко сделать, заменив 

все ребра парой ориентированных ребер 

(дуг), направленных в противоположные 

стороны. Орграфы рассматриваемых ферм 

представлены на рис. 4. Причем первый граф 

является сильно связным, а второй — нет.

Нетрудно доказать, что смешанная фер-

ма с диагональными жесткими стержнями 

и деформирующими веревками будет жест-

кой, если соответствующий ей двудольный 

ориентированный граф будет сильно связ-

ным (см. [4; 10]). Отсюда, чтобы сделать 

(k×l)-планарную ферму жесткой, используя 

веревки, нужно добавить по крайней мере 

2max{k,
 
l} элементов.

а) б) в)

Рис. 3. Смешанные фермы 

и деформация второй фермы

Рис. 4. Орграфы смешанных ферм, изображенных 

на рис. 3

Пусть для заданной планарной фермы 

известны места, где могут быть размещены 

диагональные стержни или веревки, а также 
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стоимость такого размещения. Требуется 

разместить диагональные соединения так, 

чтобы ферма стала жесткой с наименьшими 

затратами. Другими словами, необходимо 

в двудольной сети найти ориентацию мини-

мального веса.

Для решения этой задачи предлагаем 

поступать, например, так.

1. Найти матрицу кратчайших рас-

стояний между каждой парой вершин сети 

G = (V, E) (например, с помощью алгоритма 

Флойда [3; 7]).

2. В сети G = (V, E) найти медиану [3; 7]. 

Очевидно, центром является вершина v, со-

ответствующая в матрице кратчайших рас-

стояний строке с наименьшей суммой всех 

элементов.

3. С помощью одного из алгоритмов 

Краскала, Прима или Борувки  [3; 4; 7] по-

строить остов T минимального веса. Ориен-

тацию ветвей остова T и нумерацию вершин 

осущестить с помощью алгоритма поиска 

в глубину на T из медианы a сети G.

4. Ориентировать все хорды сети G 

от вершин с большими номерами к верши-

нам с меньшими номерами. Найти остов 

(или лес) минимального веса в неориенти-

рованной сети, составленной из хорд сети G. 

В случаях, когда сеть из хорд не связна, при-

дать ей связность, добавив некоторые ветви 

и сделав их не ориентируемыми.

Можно привести и другие примеры за-

дач с экономическим содержанием, в осно-

ве которых лежат понятия сильной связно-

сти ориентированных графов и матроиды.

В заключение отметим, что матроидный 

подход, как доказано ранее  [1; 3; 5; 10; 11; 

12], может успешно применяться для реше-

ния экономико-математических задач.
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