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Решена двухэтапная задача оптимизации производства в зависимости от затрачиваемого капи-
тала и труда. На первом этапе по статистическим данным методами аппроксимации определены па-
раметры производственной функции. На втором этапе решена задача минимизации издержек при 
фиксированном объеме производства. Для рассматриваемого диапазона значений объема производ-
ства построена линия долгосрочного развития предприятия. 
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Author has solved the two-stage problem of optimizing the production depending on the capital and 
labor. At the first stage, according to the statistical data, the parameters of the production function are deter-
mined by the approximation methods. At the second stage, the task of minimizing costs at a fixed volume of 
production  is solved.  Author has built the line of long-term enterprise development for the considered range 
of production volume values. 
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Производство в экономике понимается 
как деятельность, в ходе которой экономи-
ческие ресурсы посредством труда преобра-
зуются в готовую продукцию. Производ-
ственная функция (ПФ) отображает связь 
между фактическим объемом выпуска и ре-
сурсами, затраченными в процессе про-
изводства товаров или услуг. На макроэко-
номическом уровне ПФ используется для 
построения зависимости валового выпуска от 
производственных фондов и рабочей силы — 
как для регионов [1], так и для страны в це-
лом. На микроэкономическом уровне в роли 

производственной системы может высту-
пать отдельное предприятие или отрасль [2]. 
Экономисты выделяют два вида наиболее 
часто используемых производственных 
функций: однофакторная и двухфакторная; 
к последним относится, например, функция 
Кобба — Дугласа [3]. Впервые зависимость 
была предложена шведским экономистом 
Кнутом Векселлем, однако статистическую 
проверку в 1927—1947 гг. осуществили уче-
ные Чарльз Кобб и Пол Дуглас, в честь кото-
рых функция и получила свое название. Уче-
ные предприняли попытку опытным путем 
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определить зависимость объема выпускаемой 
продукции от затрачиваемого капитала и тру-
да в обрабатывающей промышленности 
США. Факторами производства в рассматри-
ваемой модели являются труд и капитал. 
Определенная пропорциональность их соче-
тания создает условия для получения продук-
та. Назначение производственной функции 
Кобба — Дугласа заключается в отражении 
технологического соотношения труда и капи-
тала, необходимого для производства некото-
рого количества товара. 

Нахождение параметров производствен-
ной функции. Существуют различные подходы 
в построении ПФ для описания реальных 
процессов [4]. Применим метод наименьших 
квадратов и минимизацию функции двух пе-
ременных для аппроксимации ПФ [5]. 

Рассмотрим функцию Кобба — Дугласа, 
определяющую зависимость объема производ-
ства Q от двух производственных факторов: 
труд L и капитал K [6, 7]. Для проведения коли-
чественных экономических расчетов зависи-
мость необходимо взять в виде: 

                
                   (1)

 

где L0 и K0— фиксированные значения аргу-
ментов L и K; Q0 — соответствующий им 
объем производства. 

Пусть имеются экспериментальные 
данные, показывающие объем Qĳ стабильно 
функционирующего производства при не-
которых значениях производственных фак-
торов Lj (человеко-часов), Kj (тыс. ден. ед.).  

 
     Обозначим

 
  

 

Тогда,  Обозначим 

  тогда 
  Для имеющихся значений полу-

чим приближенные равенства  

Важно заметить, что задача состоит в нахож-
дении таких значений α и β, при которых 
сумма квадратов разностей между левой и 
правой частью каждого равенства была бы 
минимальной: 

 
 

 
Раскроем квадрат линейной комбина-

ции в выражении для целевой функции: 
 
 
 

 
 

Введем обозначения: 
  

 

  
тогда  

           
           (2) 

Функция выпукла в области , 
это необходимое условие, чтобы привлечь 
градиентные методы нахождения экстре-
мума. 

Выберем средние значения переменных 
в качестве констант: L0= 9,2, K0=16, Q0=18,6. 
Вычислим коэффициенты функции (2) по 
формулам: 

 
 

 

       

L
K 

2 8 16 24 30
3 5 7 9 10 11
7 9 14 17 19 20
9 11 16 20 22 24

12 14 20 25 28 29
15 16 24 29 32 34
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Получим следующие результаты: a≈8,2,   
b≈2,3,    c≈26,82,   d≈–12,   e≈–15,5,    f0≈6,37. 

Функция является выпуклой на всей 
плоскости, так как  
Точка глобального минимума функции (2) 
найдена методом сопряженных градиентов 
в Microsoft Excel.  

С учетом найденных параметров функ-
ция Кобба — Дугласа (1) имеет вид 

 
 

 
 
Оптимизация производства при фиксиро-

ванном объеме продукции.  
Пусть имеется заказ на производство 

партии продукции объемом Q = 60. Из-
держки производства зависят от цен p1 и p2 
на ресурсы: c(x1, x2) = 5x1+8x2 где  

 
 
                     

Для полученной функции Кобба — Дугласа 
и линейной функции издержек производ-
ства рассмотрим задачу минимизации из-
держек при фиксированном значении объе-
ма производства Q: 
 

      
f(x1, x2) = Q = const. 

Сформулированная модель является за-
дачей нахождения условного экстремума 
и решается методом множителей Лагранжа 
[3, 5]. Функция Лагранжа в рассматривае-
мом случае: 

 

где  Необходимые усло-
вия экстремума: 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Частные производные  
 
 

 
Из системы (3), разделив первое уравне-

ние на второе и выразив x1 через x2, получим 
 
  

 
Подставим в уравнение изокванты, со-

ответствующей фиксированному объему 
производства Q, полученное выражение 
для x2: 

                                     
(4)

 

Уравнение (4) имеет корень  
 
  Тогда  

 
Точка R(x1

0, x2
0 )=(5,03;1,17) — единствен-

ное решение задачи на условный экстремум. 
Составим определитель по следующей 

формуле: 

          (5)

 

где φ(x1, x2)=Q –f(x1, x2), и покажем, что най-
денная точка R является точкой условного 
минимума. Частные производные от функ-
ции φ(x1, x2) и функции Лагранжа: 

 
 

(3)
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Вычислим частные производные в точке 

R и подставим найденные значения в фор-
мулу (5):  

 
 
 

 
 
Определитель � > 0, так как рыночная 

цена p0 на производимую продукцию всегда 
положительна, а значит, точка с координа-
тами R(5,03;1,17) является точкой условного 
минимума. Функция издержек производ-
ства в этой точке принимает наименьшее 
значение  

 
На рисунке 1 построены изокоста (пря-

мая 5x1+8x2=34,49) и изокванта, описывае-
мая уравнением  

 
 

 
 

Оптимальное решение есть точка касания 
этих линий: векторы gradf и gradc сонаправ-
лены, поскольку  

 
  а gradc=(p1, p2). 

Рассмотрим функцию прибыли пред-
приятия Pr(x1, x2)=p0 f(x1, x2)–(p1x1+p2x2), 
где p0  — рыночная цена выпускаемой 
продукции. В точке условного экстремума  

 
   следовательно, 

 
 
 

 
откуда с учетом (3) имеем:  

 
  
т. е. множитель  

Лагранжа равен рыночной цене выпускае-
мой продукции: λ=p0. 

Проведем расчеты для задачи оптими-
зации при различных значениях объема 
производства Q. При увеличении объема 
производства от нуля до 95 единиц полу-
чим точки оптимального использования 
ресурсов, каждая из которых является ре-
шением задачи на условный экстремум. 
Линия, составленная из полученных то-
чек, показана на рисунке 2 и является ли-
нией долгосрочного развития предприя-
тия. 

Все вычисления произведены с помо-
щью электронных таблиц Microsoft Excel, 
что позволяет легко менять любые пара-
метры математической модели для анали-
за и прогнозирования работы предприя-
тия. 
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Рис.1. Графическая иллюстрация оптимального 
решения задачи минимизации издержек при 

фиксированном объеме производства

Рис.2. Линия долгосрочного развития предприятия. 
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