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Аннотация. В 2022 г. исполняется 200 лет со дня выхода монографии «Аналитическая 
теория тепла» выдающегося французского математика Жана Батиста Жозефа Фурье. 
В работе рассмотрены исторические аспекты, математические основы и развитие метода 
Фурье от идеи до эффективной цифровой реализации. Идея Фурье, реализованная в XX в. 
на цифровых устройствах для обработки больших массивов данных, стала одним из 
драйверов технологической революции, начавшейся на рубеже третьего тысячелетия, 
стремительное развитие которой мы наблюдаем по сегодняшний день. В работе 
обсуждается практика применения методов цифровой обработки изображений новейших 
материалов и структур, полученных с помощью современной электронной микроскопии. 

Ключевые слова: преобразование Фурье, спектральный анализ, растровая электронная 
микроскопия, РЭМ, просвечивающая растровая электронная микроскопия, ПРЭМ, 
цифровое изображение 
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Abstract. The year 2022 marks the 200th anniversary of the publication of the monograph 
“Analytical Theory of Heat” by the outstanding French mathematician Jean-Baptiste-Joseph 
Fourier. In this work, historical aspects, mathematical foundations and the development of the 
Fourier method from an idea to an effective digital implementation are considered. Fourier’s idea, 
implemented in the 20th century in digital devices for processing large amounts of data, became one 
of the drivers of the technological revolution that began at the turn of the third millennium, the 
rapid development of which we are witnessing to this day. The authors have discussed the practice 
of applying methods of digital image processing of the latest materials and structures obtained using 
modern electron microscopy. 
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Введение. В XVII в. Р. Декарт [4] в своих 
работах задал эпохальное понятие — «система 
координат». В XX в. А. Эйнштейн [7] в своих 
работах 1905 г. сформулировал специальную 
теорию относительности. В рамках этой теории 
появилось новое понятие — «система отсчета». 
Каждое событие предлагалось идентифици-
ровать четырьмя цифровыми индексами — 
тремя пространственными координатами плюс 
время. Дальше благодаря фундаментальным 
работам в различных областях физики, мате-
матики и их инженерной реализации в конце 
второго тысячелетия закрутилось колесо гло-
бальной цифровизации. В результате на ру-
беже тысячелетий зародилась цифровая инду-
стрия, захватившая все сферы человеческой 
деятельности и радикально изменившая облик 
современного общества. Бурное ее развитие 
продолжается по сей день, меняя не только 
привычный уклад жизни человека, но и по-
литическую структуру общества, возникла 
«цифровая экономика».  

Но нельзя забывать, что фундаментом 
всех этих общественных трансформаций 
являются естественно-научные законы, по-
нятые учеными и исследователями и далее 
доведенные до практической реализации 
руками инженеров, промышленников, фи-
нансистов, без преувеличения, всего чело-
веческого сообщества. 

Преобразование Фурье и спектральный 
анализ. Метод Фурье является одним из самых 

весомых, фундаментальных кирпичиков в гло-
бальном здании цифровизации [10]. 

Преобразование Фурье позволяет осуще-
ствить переход от временной области к частотной 
(так называемое обратное пространство), в кото-
рой многие вычислительные операции выпол-
няются принципиально значительно легче, 
а затем вернуться обратно благодаря формулам 
обращения. 

Математическая идея, выдвинутая Фурье, 
была принята мировым сообществом не 
сразу. Только в XX в., через 100 лет после 
выхода монографии Фурье эти идеи полу-
чили признание. Радио, связь, новая наука 
кибернетика, первые ЭВМ, а также не-
обходимость обработки больших массивов 
данных сделали идеи Фурье сверхвостребо-
ванными. Появившийся в 1965 г. алгоритм 
быстрого преобразования Фурье и его тех-
ническая реализация заложили основу гло-
бальной цифровой индустрии и последо-
вавшей технологической революции рубежа 
III тысячелетия [1; 9]. 

В настоящей работе рассмотрено приме-
нение метода Фурье при обработке микро-
электронных изображений новейших мате-
риалов и структур, полученных с использова-
нием электронной микроскопии последнего 
поколения c помощью специальных матема-
тических инструментов пакета IPT (Image 
Processing Toolbox) вычислительной среды 
МАТЛАБ [2]. 

Прямое Фурье-преобразование Обратное Фурье-преобразование
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Частотная область представляет собой 
пространство, в котором принимают значе-
ния переменные (u, v) Фурье-преобразова-
ния. Частоты в Фурье-преобразовании свя-
заны с вариацией яркости на изображении. 
Наиболее медленно меняющаяся (посто-
янная) частотная составляющая (u = v = 0) 
совпадает со средней яркостью изображе-
ния. Низкие частоты, отвечающие точкам 
вблизи начала координат Фурье-преобразо-
вания, соответствуют медленно меняю-
щимся компонентам изображения. По мере 
удаления от начала координат более высокие 
частоты начинают соответствовать все более 
и более быстрым изменениям яркости, кото-
рые суть границы объектов и другие детали 
изображения, характеризуемые резкими из-
менениями яркости, такие как шум. 

Основы фильтрации в частотной обла-
сти. Основой фильтрации в частотной обла-
сти служит теорема о свертке: 

 
. 

Ее можно записать и в обратном по-
рядке: 

 
, 

где f(x, y) — функция изображения, h(x, y) — 
маска, по которой производится свертка, 
F(u, v) и H(u, v) — их Фурье-преобразова-
ния соответственно. 
Символ  означает операцию свертки 

двух функций. 

Таким образом, первое выражение озна-
чает, что свертка двух пространственных 
функций находится путем вычисления об-
ратного преобразования Фурье от произве-
дения их прямых Фурье-преобразований. 

Множитель H(u, v) называется фильтром, 
поскольку он подавляет определенные частоты 
преобразования, оставляя другие без изменения. 

Рассмотрим способы применения мето-
дов частотной фильтрации цифровых изоб-
ражений на практике. 

Применение микроэлектронных изобра-
жений. В данной работе использовался обра-
зец с германиевыми нанонитями, толщиной 
90—100 нм, полученный методом катодного 
осаждения из водного раствора, содержа-
щего оксид германия. 

Для получения образца использовали 
титановую фольгу толщиной 50 мкм, на по-
верхность которой наносили массивы нано-
частиц индия в виде тонкой пленки с наве-
ской в 35 мг с помощью термического испа-
рения. После нанесения металла образец 
отжигали в вакууме при температуре 400 °С 
в течение часа. 

Электролит, используемый в процессе 
осаждения в объеме 100 мл, состоял из 0,1 М 
янтарной кислоты в качестве буферной до-
бавки, 0,5 М К2SO4 в качестве проводящей 
соли, а также 0,05 М GeO2. Сам процесс про-
водился при температуре, равной 10 °C, в галь-
ваностатическом режиме при плотности тока 
в 0,2 мА/см2 в течение 3300 секунд. 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y h x y H u v F u v 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y h x y H u v F u v 

Рис. 1. РЭМ-изображения образцов, содержащих германиевые нанонити: а — с увеличением ×75000 
под углом в 0°; б — с увеличением ×45000 под углом в 68,8° 

a) б)



166                        Экономические и социально-гуманитарные исследования № 3 (35) 2022

Педагогическая система координат: образование, воспитание, развитие человека

Рис. 2. ПРЭМ-изображения поперечных срезов образцов, подвергшихся облучению 30 кэВ Ga+ — 
ФИП: а — кремний Si; б — диоксид кремния SiO2

Рис. 3. Микроэлектронное изображение германиевых нанонитей: а — зашумленное изображение; б 
— изображение периодического шума; в — Фурье-спектр шума; г — отфильтрованное изображение

a) б)
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Изображения были получены двумя спо-
собами:  

– при помощи растрового электронного 
микроскопа (РЭМ) [6], энергия электронов 
пучка 10 кэВ; (рис. 1 а, б, в); 

– при помощи просвечивающей растровой 
электронной микроскопии (ПРЭМ) (облучение 
производится под нормальным углом к поверх-
ности фокусированным пучком ионов галлия 
с энергией 30 кэВ. Доза ионов — 1017 ионов/см2). 

Особенностью изображений на рис. 2 
является то, что на них видны размытые очер-
тания преципитатов галлия. 

Подавление периодических шумов с помощью 
частотной фильтрации. На рис. 3 (в) видны 
ярко выраженные локальные очаги, которые 
соответствуют повышенным значениям ам-
плитуд, а именно по таким очагам выявляются 
периодические составляющие шумов. 

Из приведенного примера видно, что 
метод высокочастотной фильтрации позво-
ляет получать свободные от периодического 
шума изображения, практически не отли-
чающиеся от исходных даже в тех случаях, 
когда изображение становится совершенно 
неразличимым из-за наложенного шума. 

Фильтрация в частотной области с исполь-
зованием оператора Собеля. Оператор Собеля 
[3] аппроксимирует градиент яркости изобра-
жения и состоит из двух частей, вертикальной 
и горизонтальной, или же x и y компонент: 

 
 
 
 

.

 
Если gx = hx f; gy = hy f — изображения, со-

держащие значения приближенных градиен-
тов по x и y соответственно, то полное значе-
ние градиента яркости можно вычислить 
следующим образом: 

 
 
В результате действия данного оператора 

получается двумерная карта градиента ярко-
сти изображения, на которой участки с боль-
шим значением яркости, например грани, 
будут выглядеть как белые линии. Таким об-
разом, фильтрация с помощью оператора 
Собеля как в пространственной, так и в ча-
стотной области позволяет выделить гра-
ницы объектов на изображении. 

1 0 2 1  1 1
2 0  2;h h  0 0 0
1 0 1 1 2 1

y x


   

 
        

2 2
x yg g  g . 

Рис. 4. Электронно-микроскопическое изображение германиевых нанонитей (а), обработанное 
оператором Собеля в частотной области: изображение с double-значениями пикселей (б); 

восьмибитное изображение (в); изображение после порогового преобразования (г)
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Низкочастотная фильтрация. Резкие пе-
репады яркости (например, контуры, шумы) 
вносят значительный вклад в высокочастот-
ную часть Фурье-преобразования изображе-
ния. Следовательно, при помощи ослаб-
ления высокочастотных компонент опреде-
ленного диапазона Фурье-образа можно 
добиться сглаживания данного изображе-
ния. 

Рассмотрим три типа низкочастотных 
фильтров. 

Суть работы идеального низкочастотного 
фильтра заключается в том, что он «срезает» 
(т. е. умножает на ноль) все компоненты Фурье-
преобразования исходного изображения F, 
лежащие вне данной окружности, и оставляет 
неизменными (т. е. умножает на единицу) все 
компоненты, которые находятся внутри или на 
границе окружности. 

Фильтр Баттерворта характеризуется 
параметром, называемым порядком фильтра. 
При низких значениях порядка он яв-
ляется гладким фильтром, схожим с гаус-
совым, а при высоких — резким и прибли-
жается по форме к идеальному. Таким об-
разом, фильтр Баттерворта представляет 
собой промежуточный вариант между иде-
альным и гауссовым — очень гладким 
фильтром. 

Одним из примеров использования низ-
кочастотной фильтрации может служить по-
давление импульсного шума, приведенного на 
изображении образца (рис. 8.). Видно, что 
низкочастотный фильтр позволяет изба-
виться от шума ценой четкости и резкости 
изображения, что может быть полезно, когда 
точные границы объектов не являются не-
обходимыми. 

Рис. 5. Представление идеального низкочастотного фильтра в виде изображения (а), радиальный 
профиль фильтра (б)

Рис. 6. Полутоновое изображение низкочастотного фильтра Баттерворта (а), радиальные профили 
фильтров порядка от 1 до 4 (б)
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Высокочастотная фильтрация. Высоко-
частотные фильтры предназначены для вы-
полнения операции, в точности противопо-
ложной той, что осуществлялась при по-
мощи низкочастотных фильтров. Частоты, 
ослабляемые низкочастотным фильтром, 
пропускаются высокочастотным, и наобо-
рот. 

Гомоморфная фильтрация. В основе дан-
ного метода лежит разложение изображения 
на составляющие, связанные с освещен-
ностью и коэффициентом отражения. После 
этого гомоморфный фильтр H(u, v) действует 
по отдельности на каждую из составляющих. 

На рис. 11 представлен профиль такого 
фильтра. Если параметры γH и γL будут подо-
браны таким образом, чтобы γH > 1 и γL < 1, 
то такой фильтр будет ослаблять вклад, вно-

симый низкими частотами (освещен-
ностью), и усиливать вклад высоких частот 
(коэффициента отражения), что в результате 
и приведет к одновременному сжатию дина-
мического диапазона и усилению контраста. 

Рис. 12 и 13 иллюстрируют применение 
метода гомоморфной фильтрации. При об-
работке микроэлектронных фотографий 
сильно неоднородных образцов данный 
метод позволяет четко выделить различные 
слои, отличающиеся по своей структуре или 
составу. 

Быстрое преобразование Фурье. При об-
работке больших массивов данных, напри-
мер изображений, наличие мнимой части 
коэффициентов ДПФ настолько усложняет 
вычисления, что исключается возможность 
его применения [5]. 

Рис. 7. Полутоновое изображение низкочастотного гауссова фильтра (а), радиальные профили 
фильтров для различных значений D0 (б)

Рис. 8. Электронно-микроскопическое изображение образца с германиевыми нанонитями (а), 
зашумленное случайным импульсным шумом, обработанное идеальным низкочастотным фильтром (б)

б)б)
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Рис. 9. Электронно-микроскопическое изображение образца с германиевыми нанонитями (а), 
обработанное гауссовым высокочастотным фильтром (б)

Рис. 10. Схема метода гомоморфной фильтрации для обработки изображений в частотной области

Рис. 11. Профиль центрально-симметричной передаточной функции гомоморфного фильтра
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Возможность сокращения числа 
операций основывается на представле-
нии одномерного ДПФ в виде много-
мерного. Такой метод называется быст-
рым преобразованием Фурье (БПФ) — 
Fast Fourier Transformation (англ. FFT). 
Можно считать, что при вычислении 
всех N коэффициентов БПФ требуется 
около N log2 N вычислительных опера-
ций вместо N2при прямом вычислении. 

Например, при N =106 ≈ 210, log2 N ≈ 20 

Число операций при методе ДПФ: 
N 2 ≈ 1012;  

Число операций при методе БПФ:  
N log2 N 2 ≈ 2•107;  

Выигрыш составляет 5 • 104. 

Рис. 12. ПЭМ-изображения образца Si: а — исходное; б — обработанное  
при помощи гомоморфной фильтрации

a) б)

Рис. 13. ПЭМ-изображения образца SiO2: а — исходное; б — обработанное при помощи 
гомоморфной фильтрации

Рис. 14. Алгоритм Кули — Тьюки быстрого 
преобразования Фурье с прореживанием по времени

a) б)
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Выводы. Преобразование Фурье лежит в 
фундаменте великого множества важных 
практических приложений. 

Благодаря разработке быстрого преобра-
зования Фурье, эффективного алгоритма 
вычисления дискретного преобразования, 
стала возможной обработка и интерпретация 
огромной совокупности данных во всех сфе-
рах человеческой деятельности от медицин-
ской диагностики до новейших электронных 
средств связи. 
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